HKBL TD 0 : Etudes de fonctions 2024-2025

*
Exercice 1 Voir correction —

Dans chacun des cas suivant, on admet que la fonction f est définie et dérivable sur le domaine D¢. Calculer la dérivée
de f dans chaque cas.

a) f(z) =cos(3z?), Dy=R d) f(z) =In(2+sinz), Dy=R

b) f(z) = (1+In(z))*, Dy =]0;+o0] e) flx)=In([1+=[), Dy=R\{-1}

c) flz)=vV1+22, Dy=R f) f(af):mv Dy =R\ {0,1}
*
Exercice 2 Voir correction —

1
Soit f la fonction dérivable, définie sur I'intervalle |0; +oo[ par f(z) = e* + =

1) Etude d’une fonction auxiliaire
a) Soit la fonction g dérivable, définie sur [0; +oo[ par g(z) = z%e” — 1.
Etudier le sens de variation de la fonction g.
b) Démontrer qu’il existe un unique réel a appartenant a [0; +oo] tel que g(a) = 0.
c¢) Déterminer le signe de g(z) sur [0; +o0l.

2) Etude de la fonction f
a) Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +o00.
b) On note f’ la fonction dérivée de f sur 'intervalle ]0; +ool.

x
Démontrer que pour tout réel strictement positif x, f/'(z) = Q
x

c) En déduire le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation sur I'intervalle [0; +ool.

1 1
d) Démontrer que la fonction f admet pour minimum le nombre réel m = -+ -
a a

*
Exercice 3 Voir correction —

Pour chacune des fonctions suivantes :
> déterminer son ensemble de définition Dy

> déterminer, si elles existent, ses limites aux bornes de son ensemble de définition en précisant les asymptotes
éventuelles,

> étudier ses variations en précisant les extremums,
> étudier le signe de f,

> tracer l'allure de la courbe représentative de f dans un repere.

a) f(z)=e /" ¢) h(z) = In(5 — Va2 — 144) e) r(z) = In(1 — x)

In(x)
em +efac 1 . .
b) g(a) = d) k() = 5 £) t(z) = sin ()
* *
Exercice 4 Voir correction —

On se place dans le plan muni d’un repere orthonormé et du cercle trigonométrique. Soit ¢ un réel appartenant a
b
Pintervalle [— ;7). On note M le point image de — sur le cercle trigonométrique, et N le point image de t. On considére

enfin le point K milieu du segment [M N].
On cherche la position de N sur le cercle trigonométrique telle que la distance I K soit minimale.

1) Quelles sont les coordonnées de M, N et K7

2) Justifier que, pour tout réel ¢ appartenant a l'intervalle [—7 ; 7], on a
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HKBL TD 0 : Etudes de fonctions 2024-2025

4TK? =4 — 3cost 4+ V/3sint
3) On pose f(t) =4 — 3cost + /3sint
Montrer que f’(t) = 2v/3sin (t + %)

a) Résoudre dans [—7 ;7] 'inéquation sin (t + %) >0
b) En déduire le tableau de variation de la fonction f
¢) Conclure.

*
Exercice 5 Voir correction —

Soit f une fonction dérivable de [0, 1] dans [0, 1] telle que pour tout = € [0,1], | f'(z)] < 1
Montrer que I’équation f(z) = 2 admet une unique solution dans [0;1].

* %

Exercice 6 Voir correction —
1) Montrer que pour tout réel z > 0, In(z) < .
2) En déduire que pour tout réel x > 0, In(z) < 24/x

Inz
3) En déduire la limite de —— lorsque z— +oc.
x
* X x
Exercice 7 Voir correction —

Soient A, u > 0 deux réels tels que A+ p = 1.
1) Montrer que pour tout x,y €]0; +oo[, Az + uy > x y* avec égalité si et seulement si z = y.

2) Soient (ai,as,...,ap) € (RT*)P et (by,ba,...,by) € (RT*)P des réels strictement positifs. Montrer que

o) ()
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Correction des exercice

Correction de 1’exercice 1 :

a) f=wvouavec u(z) =322 et v(z) = cos(x). On a f’ =’ x v/ ou avec v/(x) = 6z et v'(x) = —sin(x), ains

‘Vm €R, f'(x)=—6xsin(32?) ‘

1
b) f=wvouavec u(z) =1+Inz et v(z) =z, donc v/(z) = - et v'(z) = 4a3.

4(1 + ln(x))3

T

Vo €]0;+ool, f'(2)

1
c) f=wvouavecu(x)=1+z? et v(z) =+/z, donc v/ (z) = 2z et v'(z) = —~. Ainsi

2V

2x x

V GR, 4 = =
* @) 2WV/1+22 V1422

1
d) f=vouavecu(r) =2+sinz et v(z) = In(z), donc v'(z) = cosx et v'(x) = . On a donc

Ccos T
2+ sinx 2+sinx

Ve eR, f'(z)=cosz X

!

u
Remarque : si u est dérivable et u(z) > 0 pour tout x, alors In(u) est dérivable et (Inu) = —.
u

e) Sur]—oo;—1[onal|l+z|=—-1—xetsur ] —1;4+o0[ona|l+z/ =1+ 2. On a donc

[ In(-1-2) siz<-1
VxEDf,f(l“)—{ In(1+ ) siz>-—1

—1 1 1
Ainsi, sur | — oo, —1], f'(x) = =" 11a et sur | — 1; 400, f'(z) = Toa On peut donc en conclure :
Vo € Dy, fl(z)= !
b S l4z
f) f= Y avec u(z) =e % et v(z) = 23 — 22, donc v/(x) = —e ™% et V/(x) = 32?2 — 22.
v

On a donc

—e (2% — 2?) — e (322 — 21)

Ve Df, f’(x) = (:,C3 — x2)2

e (—a® — 227 4 2x)
(2% — 22)2

Correction de 1’exercice 3 :

a) > Ensemble de définition

Pour tout réel z, f(x) est défini si et seulement si 2% # 0, si et seulement si z € R*.| Ainsi Dy = R*

> Limites

Etudion les limites en —o0, en +00, en 0~ et en 0.

1
e En —o0 lim —— =0, et lim eX =1 donc par composition de limites, lim e~1/e® = 1.
r——00 I X—0 T——00

N . /a2
e En 400 De méme qu'en —oco, lim e /%" =1.
r— 400
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1 1 1
e En 0On a lim —— = lim —— = —oo car V& € R*, 22 > 0 donc —— < 0.
z—0 x2 x50 22 2
<0 <0

. L1 - o 1z o _1yg?
Comme lim eX =0, on en déduit par composition de limites que lim e='/#" = lim e~ /*" =0
Koo 520 520
xr x

La courbe représentative de f a donc une asymptote horizontale d’équation y = 1.
> Variations
f est dérivable sur | — 00 ;0[ et sur |0; +oo[ comme composée de fonctions dérivables,

2
Ve e R*, f(z)= Ee_l/'ﬂ

2

On sait que Vz € R*, e=1/=* > 0, ainsi f'(z) est du méme signe que —.
T

2 2

Vo < 0, 23 < 0 donc — <0et Ve >0, 23 > 0 donc — > 0. On en déduit le tableau de variation suivant :
x T

f() T~

> Signe
Vo € R*, ¢” > 0, donc Yz € Dy, f(x) > 0.
> Allure de la courbe

1.5 %

b) > Ensemble de définition
Pour tout réel x, g(x) est défini car e* et e~ sont bien définis.
> Limites

En 400, lim e =4ocet lim e ® =0, donc par somme de limites, | lim g(z) = +oo
T—+00 r—+00 T—+00

x

En —oco, lim e* =0et lim —x = +oo donc lim e™® = 400 par composition de limites. Finalement, par
xr

——00 Tr——00 T—r—00

somme de limites, | lim g(z) = +o0
T——00

> Variations
g est dérivable sur R et Vz € R, ¢'(z) =

Etudions le signe de ¢ (z) :

Vr € R, %20@6"—6‘*‘20

=¥ -1>0 en multipliant par ¢” > 0
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HKBL TD 0 : Etudes de fonctions 2024-2025
= z>0
On en déduit le tableau de signe suivant :
T —00 0 +00
g'(x) - 0 +
+00 +00
9() T
1
> Signe

Vr € R,e” >0 et e > 0 donc par somme g(z) > 0.
On peut aussi constater d’aprés le tableau de variation que Vz € R, ¢'(x) > 1 > 0.
Allure de la courbe

Ensemble de définition

Pour que h(z) soit défini, il faut que x2 — 144 > 0 et 5 — V22 — 144 > 0.

22— 144> 0 <= 22 > 144 <= z €] — 00; —12] U[12; +00].

De plus, lorsque x €] — oo ; —12[U]12; 400, on a 10 — Va2 — 144 > 0 <= Va2 — 144 < 5 <= 2?2 — 144 < 25 <
2% <169 <= x € [-13;13].

On en conclut que Dy, =] — 13;—12] U [12;13].

Limites

Remarquons que h est une fonction paire : Vo € Dy, h(—z) = h(x). Ainsi, il suffit d’étudier les limites en 12 et en
13 pour connaitre également les limites en —13 et en —12.

lim (22 — 144) = 169 — 144 = 25, et XhHé5 VX =5 donc par composition de limites, linll3 Va2 — 144 = 5. Ainsi,
— z—

z—13

lim (5 — Va2 —144) = 0.

z—13
Comme lim In(X) = —o0, on en déduit par composition de limites que lim h(z) = lim h(z) = —oo.
X—0 r—13 r——13

lim (2% — 144) = 0 donc lim V22 — 144 = 0 donc lim h(z) = lim _h(z) = In(5).

r—12 r—12 r—12 r——12

Variations

z +— 22 — 144 s’annule en x = 12, donc x — /22 — 144 n’est pas dérivable en = = 12.
—2z 1

Vo €] —13; —12[U]12;13[, h/(z) = X
] Y] | @) 2vx? — 144 5 — /22— 144

- 1

X
Va2 —144 5 —+/x? — 144

Il a déja été établi que Vo €] — 13; —12[U]12;13[, 5 — Vo2 — 144 > 0 et 2% — 144 > 0 donc h'(x) est du signe de

zx. On en déduit le tableau de variations suivant :

QOB
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T —00 —-13 —12 12 13 +00

> Signe

Ve €Dy, h(z) >0 <= In(5— a2 — 144) >0
<:>5—\/m21
— 22 - 144 < 4
— 2% -144<16
— z? <160
— z € [-V160; V160]
— z € [-4V10;4V10)

On remarque que 12 < /160 < 13, donc on a finalement :

T —00 —-13 —4+4/10 —12 12 4v/10 13 400

> Allure de la courbe

| \

14 [-12 —10 -8 —6 -4 —2 2 4 6 8 10 12| 14

d) > Ensemble de définition
Pour tout réel z, k() est défini si et seulement si 23 + 22 — 22 # 0. On résout donc 2% + 2% — 22 =0 :

B —20=0=z(2*+2-2)=0
—21=0 ou #>+z-2=0
<=0 ou z=1 ou z=-2

donc finalement & est définie sur D, = R\ {-2,0,1}.
> Limites
Pour tout € Dy, on a x> + a2 — 2x = 23 (1+%—m%).
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HKBL TD 0 : Etudes de fonctions 2024-2025
Or lim (1+1-2)= lim (14+1-23%) =1, donc par produit de limites on a lim (2® + 2% — 2z) = —o0
T—~400 z x T——00 x r T——00
et lim (23 + 2% —21) = +ooetdonc lim k(z)= lim k(z)=0
r— 400 T——00 T—+00
Pour savoir si —————— tend vers +00 ou vers —oc lorsque z tend vers —2, 0 et 1, il faut étudier le signe du
T3+ x® — 2x
polynome 3 + % — 2z.
On sait que 23 + 22 — 22 = z(x — 1)(x + 2), donc on en déduit le tableau de signe suivant :
z —00 -2 0 1 +00
23+ 22 — 2 - 0 + 0 - 0 +
Ainsi, lim k(z) = —oo, lim k(z) = 400, lim k(z) = +o0, lim k(z) = —oo, lim k(z) = —c0 et lim k(z) = +o0
r——2 r——2 x—0 —0 rz—1 x—1
r<—2 z>—2 z<0 >0 <l r>1
> Variations
k est dérivable sur son ensemble de définition comme inverse de fonctions dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas (sur D).
— (322 + 22 — 2)
Ve € Dy, K(z)=——r"——2
. k (@) (23 + 22 — 2x)?
_ —322 —2x+2
(a3 4 22 — 21)2
Or Vz € Dy, (23 + 22 — 22)? > 0 donc k(z) est du signe de —3z% — 2z + 2. On étudie le signe de ce trindme :
2—+v28 -1 7 —1—-v7
A = (—2)2 —4 x (=3) x 2 =28 donc il a deux racines, ¥, = 6 = —; V7 et xo = T\[
—1- -1
OnaT\ﬁ<Oet%ﬁ>0car\ﬁ>l.
. 7T—1 2
Puisque 4 < 7 < 9, on a 2 < /7 < 3, donc v/7 — 1 < 2 et finalement <§<1
—-1- —4
Deméme,onaflf\ﬁ>f4doncT\ﬁ>?>2.
On en déduit le tableau de variations suivant :
x —o0 —2 —1-WVT 0 —1VT 1 +oo
3 3
K (x) - - 0 + + 0 - -
0 +oo +oo i (_1+ﬁ +oo
8
k() \ / / \
k (—1—\ﬁ>
—o0 8 —00 —00 0
> Signe
Va € Dy, k(z) est du méme signe que 2% + 22 — 22 (voir plus haut).
> Allure de la courbe
©NOIS

BY NC
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4 35 _3 =% 5 1 15 2 25 3 35 4

e) > Ensemble de définition
Pour tout réel =, r(x) est défini si et seulement si z > 0 et 1 —x > 0, si et seulement si « €]0, 1[. Ainsi D, =]0, 1].
> Limites

lim In(x) = —o0 et lim In(1 — z) = In(1) = 0. Par quotient de limites, lim r(x) = 0.
z—0 z—0 z—0

lim In(z) =0~ et lim In(1 — 2) = lim In(X) = —oo. Par quotient de limites, on a donc lim r(z) = +o0.
32% z—1 X—=0 z—1

> Variations

r est dérivable sur ]0, 1] comme quotient de fonctions dérivables.

171 x In(z) —In(1 — ) x 1
vr €)0,1], r'(z) = —% ()2 L
1

= Hi-nmE)e < @ = (- - 2)

On remarque que Yz €0, 1[, 1—z €]0, 1[ donc In(z) < 0 et In(1—=2) < 0. Ainsi, —zIn(z) > 0et —(1—z) In(1—z) > 0,
d’ott 'on conclut que '(x) > 0 pour tout x €]0, 1].

Ainsi on a
T 0 1
7' (z) +
+00
r(x) 7
0
> Signe

Va €]0,1], In(z) < 0 et In(1 — 2) < 0 donc r(x) > 0.
> Allure de la courbe
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(S

4.5 1

~0.1 09 1

f) > Ensemble de définition
Pour tout réel z, t(z) est défini si et seulement si x > 0 et 1+ (In(z))? # 0.
Or si 2 > 0, alors In(z) est bien défini et (In(z))? > 0 donc 1 + (In(z))? > 1 > 0. donc t(x) est bien défini.
Finalement D; =]0; +o0.

> Limites
ii—% In(z) = —oco donc flii%(ha(x))Q = 400, et par opérations ig% m = 0. Puisque )l{ir_r}o sin(X) =0, on a

par composition de limites lim ¢(z) = 0.
z—0

De méme, lim In(z) = +oodonc lim (In(z))? = +oco et par opérations et compositions de limites, lim t(z) =
T—+00 T—+00 r—+00
0.

> Variations

7 , —mx2xIn(z) x L —27 In(x)
——— est u/(x) = o = 55
1+ (In(x)) (14 (In(x))?) z(1 + (In(z))?)
t est donc dérivable sur ]0; +o00[ comme composée de fonctions dérivables et

Sur 10, +00[, la dérivée de u : x —

. ;o —2min(x) 77
el ool @) = e <o ()

—2mIn(x)
(1 + (In(z))?)?

Vz > 0, (1 + (In(x))?*)? > 0 donc Vz > 0,

« Etude du signe de

27l
55(1‘*‘7;1;25;);2)2 est du signe opposé & In(x), c’est & dire positif
lorsque = > 1 et négatif lorsque 0 < z < 1.

+ Brnde du signe de cos (e
i

R ¥ €]0;+00f, 1+ In(2)? > 1 donc 0 < ————— < .
emarquons que Vz €]0;+oo[, 1+ In(z)? > 1 donc 0 < 1+ (@) = T
<

et cos(X) <0<

(1
On sait que pour tout X € [0,7], cos(X) > 0<=0< X g <X <m.

v
2
Ainsi,

s

“ (1+<ln<w>)2

IN

> _
> 20= 1+ In(x)?

INA
DN | =

N + In(z)?
— 1+ ln(x)2 > 2
> In(z)* > 1

< In(z) €] — oo; —1[U]1; 00|
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Finalement, on obtient le tableau suivant :

<= 1z €]0;e U] e; +00]

x 0 -1 1 e +o0o
—2m In(x) B B
(1 + (n(2))2)? o0
<1 n <1n<x>>2> o - -0
t'(z) 0 — 0 + 0 —

Calcul des extremums : t(e~1) = sin (

™

#(1) = sin (1+1n(1)2> = sin (1) = 0
t(e) = sin (HIZW> = sin (g) —1

> Signe
On a déja remarqué que Vx > 0, 1++1(x)2 €|
> Allure de la courbe

0, 7] done sin (

o) 2

> 0.

1.4+

1.2 ¢

—-0.2 1

Correction de 1’exercice 4 :

1 V3
5 )

1) M a pour coordonnées (cos g,sin g) = (5,
N a pour coordonnées (cost,sint)

1 1.1 3
K a pour coordonnées (i(cost + 5), §(sint + g))
2) On a
1 1 1 V3
IK? = <2cost—|—4—1 2sint+4>
1,3 9 1 . .,, V3. 3
71005 tfzcostJr—JrZsm t+Tsmt+l—6
ONoS

BY NC
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1 3 3 12
= Z(coszt—i—sin%) - icost—i— %sint—&— 6

=1

3 3
:l—zcosH—%Sint

donc on a bien 41K2 = 4 — 3cost + v/3sint.

3) On a f'(t) = 3sint + /3 cost

V3
2

. ™ . ™ . (T . 1
Or sin (t+ 6) = sint cos (E) + costsin (7) = —sint + icost

donc

6
. ™ . /
2v/3sin (t—|— 8) = 3sint + V3cost = f'(t)

a) sin(t—i—%) 20<=>t+%€[0+2k:7r,7r+2k7r].

Ainsi, dans [—m, 7], sin (t + %) >0<«=t+ % €[0,7] et t € [—m, 7]

Ainsi
Y
5=[-3,5]
b) On a donc
. 51
t -7 6 K
(@) — 0 + 0
7 4423
0 T _—
4-2v3 I

¢) On a 4 —24/3 < 7 donc le minimum de f sur l'intervalle [, 7] est 4 — 21/3 et il est atteint pour ¢ = —%

Correction de ’exercice 5 : On pose g(x) = f(z) — x. Alors g est la somme de x — f(x) et de z — —z qui sont deux
fonctions dérivables sur [0, 1] donc g est dérivable sur [0, 1]. De plus, Yz € [0,1], ¢'(z) = f'(x) — 1. Or Vz € [0,1],]f'(z)] < 1

donc f'(z) < 1 donc ¢'(x) < 0. On en déduit que g est strictement décroissante sur ]0;1].

De plus, ¢g(0) = f(0) et g(1) = f(1) — 1. Puisque f est & valeurs dans [0,1], on a f(0) >0 et f(1) <1 donc f(1)—1<0.
g est une fonction continue car dérivable, strictement décroissante sur [0,1], et 0 € [f(0), f(1)] donc d’aprés le corollaire du
théoréme des valeurs intermédiaires il existe un unique réel z € [0, 1] tel que g(x) = 0, il existe donc un unique réel x € [0, 1]

tel que f(z) = x.
Correction de 1’exercice 6 :

1) Etudions la fonction g : @ — o —In(z) définie sur ]0; +oo|. Elle est dérivable sur cet intervalle et Va €]0; +-00[, ¢'(z) =

1_l:x—1

x x
g(l)=1—In(1)=1,0on a:

o0 | T~ 1 _

On en déduit que Vx €]0;+o00[, g(z) > 1> 0 donc z > Inz.

2) Pour tout x €]0; +oo[, In(y/x)

1

T2

In(x) (propriétés de la fonction In).

De plus, pour tout = €]0; +o0], In(y/z) < v/z d’aprés la question précédente.

On en déduit que Vx €]0; +00],

n
1
2

In(z) < /z donc In(z) < 2y/x.

. On en déduit que ¢'(x) est du signe de x — 1 donc négative sur |0; 1] et positive sur |1;4oc[. Puisque
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nz Vo

3) Pour tout x €]0; +o0], — < d’apres la question précédente et car x > 0.
x x

1 1
Ainsi, Vz €]1;400[, 0 < n(z) < ——= et puisque lim — = 0 on en déduit par encadrement de limites que
x \/.E T—+00 \/5
lim =0.
In(x)
L\
T

Correction de I’exercice 7 :
1) Fixons un réel y > 0 et posons g : x — Az + puy — 2 y*.
g est dérivable sur |0; +oo[ et pour tout x €]0; 400, ¢'(z) = A — Az*~y*. Pour tout = €]0; +oo[, on a

g ) >0 X=Xyt >0
=Pyt <
=Ml <yH
sSah <y
=T >y car —u <0

On en déduit le tableau de variations de g :

on en déduit que Az + py > x y* pour tout réel x > 0, avec égalité si et seulement si z = y.
Ceci étant vrai quel que soit y, on en conclut finalement que I'inégalité est vraie pour tout z,y €]0, +ool.
2) Pour tout k € N, 1<k<ponposeak7Letb§€: fk .
i=1 i—1 bi
On a alors d’aprés I'inégalité précédente : Vk € [1,p], (a})*(b})* < Aa}, + pbl,.
En faisant la somme de toutes ces inégalités pour k allant de 1 & p on obtient :

14

> (ai) (b “<)\Zak+/¢2b'

k=1

p

Z bZ Zk 1 k+,u ]1::1 b,
T S P

i ( flal) (Z€:1b)l i1 i i1 Di

—— ———

=1 =1
p A iz
Oy by,
At p
kZ:l( flal)k( f p bi)
P ap bl
Z D A P b 12 S 1
k:1( i= 10/1) (Zi:l )
d’ou
P P A P H
S < (o) < (30
k=1 i=1 =1
@O0
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